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Resumen: Las variedades Kähler aparecen de forma natural tanto en Geometŕıa
Algebraica (variedades complejas proyectivas) como en Geometŕıa Diferencial (varie-
dades riemannianas con holonomı́a U(n)). El problema de determinar cuando una va-
riedad diferenciable admite una estructura Kähler es central. En particular distinguir
variedades que admiten estructuras ligeramente más débiles, tales como complejas o
simplécticas, de variedades Kähler. Una nutrida colección de propiedades topológicas
que verifican las variedades Kähler junto con diversas construcciones de variedades
simplécticas, nos permiten encontrar ejemplos en distintas dimensiones [1, 5].
En dimensión impar, las variedades Sasakianas son análogos naturales de las varieda-
des Kähler. Esta estructura se debilita a la estructura de contacto, en varios niveles,
siendo las variedades de K-contacto las más cercanas a las Sasakianas. Es un problema
importante el encontrar obstrucciones para que una variedad compacta admita dichos
tipos de estructuras y, en particular, construir variedades de K-contacto que no admi-
tan estructuras Sasakianas. En dimensión 7 y superior, podemos utilizar propiedades
de homotoṕıa racional, notablemente la formalidad, para construir ejemplos de esta
ı́ndole.
En el caso de variedades simplemente conexas de dimensión 5 (variedades de Barden-
Smale), el problema es especialmente interesante y ha resistido al no ser resuelto con
las técnicas disponibles. Aparece propuesto por Boyer-Galicki en su famoso tratado
[2]. Para estudiarlo, las 5-variedades de K-contacto se traducen a la construcción de
4-órbifolds ćıclicos simplécticos que contienen b2 superficies simplécticas disjuntas de
género g > 0 y que generan la homoloǵıa, mientras que las 5-variedades Sasakianas se
traducen en superficies algebraicas con singularidades ćıclicas que contienen b2 curvas
complejas disjuntas de género g > 0.
Ya el caso de 4-variedades (sin puntos singulares) es sutil en el terreno simpléctico.
Daremos un par de construcciones de 4-variedades simplécticas con b1 = 0 y con b2
superficies simplécticas disjuntas de género g > 0 [3, 7]. En el caso de superficies alge-
braicas (4-variedades Kähler), este fenómeno parece imposible (excepto por los planos
proyectivos fake). Conseguimos resolver algunos casos de esta conjetura para género
pequeño [3, 7]. El estudio de 4-órbifolds se vuelve más delicado, pues la conjetura al-
gebraica resulta ser falsa [4]. Será necesario sofisticar la construcción simpléctica para
traducir el número de Betti b+2 a través de la existencia de curvas complejas disjuntas.
Damos el primer ejemplo de una 5-variedad simplemente conexa que admite una es-
tructura de K-contacto pero no admite ninguna estructura Sasakiana [6], revolviendo
finalmente la pregunta de [2].
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